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正方形 = 82 = 64, 長方形 = 13 · 5 = 65
となり, 同じ図形を並び替えたはずが, 並び替えると面積が





































これは, 底辺を 8, 高さを 5とした直角三角形と底辺を 13, 高
さを 8とした直角三角形と横 13,縦 5の長方形を合わせた
ものである. また, 上の図のように長方形の中を切り分け, 2
つの直角三角形を入れ替えて, 切り分けたものを下図のよう
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より, ほぼ隙間なく長方 のように見える. ここで切り分け
たものを並び替える前と後で面積を比較してみると
正方形 = 82 = 64, 長方形 = 13 · 5 = 65
となり, 同じ図形を並び替えたはずが, 並び替えると面積が
1増えたように感じる. 面積が 1増えた原因としては, 上記
にも述べたが長方形の内側に生じた隙間である. 上図の正方
形のように切り分けて並び替えたが, 実はこの長方形 対角


































これは, 底辺を 8, 高さを 5とした直角三角形と底辺を 13, 高
さを 8とした直角三角形と横 13,縦 5の長方形を合わせた
ものである. また, 上の図のように長方形の中を切り分け, 2
つ 直角三角形を入れ替えて, 切り分けたもの 下図のよう
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F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
定理 4.2.






( 左辺 ) = F2F0 − F 21 = −1
( 右辺 ) = (−1)1 = −1
となり, 成立する.
n = kのとき
Fk+1Fk−1 − F 2k = (−1)k
が成立すると仮定する.
n = k + 1のとき
Fk+2Fk − F 2k+1 = (Fk+1 + Fk)Fk − F 2k+1
= Fk+1Fk + F 2k − F 2k+1
= Fk+1(Fk+1 − Fk−1) + F 2k − F 2k+1
= F 2k+1 − Fk+1Fk−1 + F 2k − F 2k+1
= −Fk+1Fk−1 + F 2k
= −(Fk+1Fk−1 − F 2k )
= (−1)k+1
となる. したがって, すべての自然数 nにおいて








• 何故, 面積の結果が ±1されるのか.
• ±1の 1を他の数にするとこの教材はどのようになる
のか.








この論文では, 以下, 定理 4.2を拡張していき, 最終的に定理
5.3を得る.
　定理 4.2は n + 1, n, n − 1の 3項間内の関係式であった.
nを中心に +1,−1となっており, これは nを中心に 1だけ
開いていると解釈できる. では, 新しくパラメーターを加え
て, nを中心にmだけ開くと, つまり n +m,n, n −mの 3
項間ではどのような値になるのか考える. これをここでは,
「カッシーニの公式 (m開き)」と呼ぶこととする. 実際, そ
のような関係式はすでに知られており, 次の定理が成立する.
定理 4.3 (カッシーニの公式 (m開き ) Fn ver.).
Fn+mFn−m − F 2n = (−1)n−m+1 · F 2m (n ≥ m)
ただし, m ∈ Nとする.
カッシーニの公式 (m開き)を具体的に考えると, 例えば,
次のような計算結果になる. m = 2のとき, すなわち n ≥ 2
のとき
F4F0 − F 22 = 3× 0− 12 = −1
F5F1 − F 23 = 5× 1− 22 = 1
F6F2 − F 24 = 8× 1− 32 = −1
F7F3 − F 25 = 13× 2− 52 = 1
となり, m = 3のとき, すなわち n ≥ 3のとき
F6F0 − F 23 = 8× 0− 22 = −4
F7F1 − F 24 = 13× 1− 32 = 4
F8F2 − F 25 = 21× 1− 52 = −4
F9F3 − F 26 = 34× 2− 82 = 4
となり, m = 4のとき, すなわち n ≥ 4のとき
F8F0 − F 24 = 21× 0− 32 = −9
F9F1 − F 25 = 34× 1− 52 = 9
F10F2 − F 26 = 55× 1− 82 = −9
F11F3 − F 27 = 89× 2− 132 = 9
となっている. たしかに, 定理 4.3 のようになることがわ
かる.
Fn+1Fn−1 − F 2n = 12 · (−1)n
Fn+2Fn−2 − F 2n = 12 · (−1)n−1
Fn+3Fn−3 − F 2n = 22 · (−1)n
Fn+4Fn−4 − F 2n = 32 · (−1)n−1
5 定理 4.2の拡張
「カッシーニの公式」を拡張した「カッシーニの公式 (m開





Y0 = c, Y1 = d, Yn+2 = x1Yn+1+x2Yn (c, d, n ∈ N∪{0})













Yn = − 1√
x21 + 4x2
{x2(βn−1 − αn−1)c+ (βn − αn)d}
となる.
ここから,
Yn+mYn−m − Y 2n
の値は何になるのかを nの値をそれぞれ代入していき, 調べ
る. m = 1のときは, すなわち n ≥ 1のとき
Y2Y0 − Y 21 = (x1d+ x2c)c− d2
= x2c2 + x1cd− d2
Y3Y1 − Y 22 = {(x21 + x2)d+ x1x2c}d− (x1d+ x2c)2
= (x21 + x2)d
2 + x1x2cd
−x21d2 − 2x1x2cd− x22c2
= −x22c2 − x1x2cd+ x2d2
= −x2(x2c2 + x1cd− d2)
Y4Y2 − Y 23
= {(x31 + 2x1x2)d+ (x21x2 + x22)c}(x1d+ x2c)
−{(x21 + x2)d+ x1x2c}2
= x32c
2 + x1x22cd− x22d
= x22(x2c
2 + x1cd− d2)
となり, m = 1のときは
Yn+1Yn−1 − Y 2n = (−1)n−1 · xn−12 · (x2a2 + x1ab− b2)
であると推測できる. m = 2のとおき, すなわち n ≥ 2の
とき
Y4Y0 − Y 22 = {(x31 + 2x1x2)d+ (x21x2 + x22)c}c
−(x1d+ x2c)2










2 + x31cd− x21d2
= x21(x2c
2 + x1cd− d2)
Y5Y1 − Y 23 = {(x41 + 3x21x2 + x22)d+ (x31x2 + 2x1x22)c}d
−{(x21 + x2)d+ x1x2c}2
= x21x2d
2 − x31x2cd− x21x22c2
= −x21x2(x2c2 + x2cd− d2)
Y6Y2 − Y 24
= {(x51 + 4x31x2 + 3x1x22)d+ (x41x2 + 3x21x22 + x32)c} ×




2 + x1cd− d2)
となり, m = 2のときは
Yn+2Yn−2−Y 2n = (−1)n−2 ·x21 ·xn−22 · (x2c2+x1cd−d2)
であると推測できる. 続いてm = 3のとき, すなわち n ≥ 3
のとき
Y6Y0 − Y 23
= {(x51 + 4x31x2 + 3x1x22)d+ (x41x2 + 3x21x22 + x32)c}c
−{(x21 + x2)d+ x1x2c}2














−(x21 + x2)2d2 − 2x1x2(x21 + x2)cd− x21x22c2












−(x41 + 2x21x2 + x22)d2










−(x41 + 2x21x2 + x22)d2




2) · (x2c2 + x1cd− d2)
= (x21 + x2)
2 · (x2c2 + x1cd− d2)
Y7Y1 − Y 24
= {(x61 + 5x41x2 + 6x21x22 + x32)d+ (x51x2 + 4x31x22
+3x1x32)c}d− {(x31 + 2x1x2)d+ (x21x2 + x22)c}2














−(2x51x2 + 6x31x22 + 4x1x32)cd− x22(x21 + x2)2c2
= −x22(x21 + x2)2c2 − (x51x2 + 2x31x22 + x1x32)cd
+x2(x21 + x2)
2d2
= −x22(x21 + x2)2c2 − x1x2(x41 + 2x21x2 + x22)cd
+x2(x21 + x2)
2d2
= −x2(x21 + x2)2 · (x2c2 + x2cd− d2)
となり, m = 3のときは
Yn+3Yn−3−Y 2n = (−1)n−3·(x21+x2)2·xn−32 ·(x2c2+x1cd−d2)
であると推測できる.
　上記の計算実験より, どのmにおいても x2c2+x1cd− d2
という項が現れているので
I = x2c2 + x1cd− d2
とおき, これまで調べたことを見比べると
Yn+1Yn−1 − Y 2n = (−1)n−1 · xn−12 · I
Yn+2Yn−2 − Y 2n = (−1)n−2 · x21 · xn−22 · I
Yn+3Yn−3 − Y 2n = (−1)n−3 · (x21 + x2)2 · xn−32 · I
数列 {Yn}の一般項の dの係数を Jn とする.
補題 5.2より上述した数列 {Yn}の一般項の dの係数を Jn
の正体は t =
√
x21 + 4x2 とおくと
Jn = −1
t




定理 5.3 (カッシーニの公式 (m開き ) 一般化 ver.). 　


























{x22(βn+m−1 − αn+m−1)(βn−m−1 − αn−m−1)c2
+x2(βn+m−1 − αn+m−1)(βn−m − αn−m)cd
+x2(βn−m−1 − αn−m−1)(βn+m − αn+m)cd
+x2(βn+m − αn+m)(βn−m − αn−m)d2}
となる. この計算で出てくる 1t2 を除いた c
2, cd, d2の係数を
次のように h1, h2, h3, h4 とおく. つまり,
h1 = x22(β
n+m−1 − αn+m−1)(βn−m−1 − αn−m−1)
h2 = x2(βn+m−1 − αn+m−1)(βn−m − αn−m)
h3 = x2(βn−m−1 − αn−m−1)(βn+m − αn+m)
h4 = (βn+m − αn+m)(βn−m − αn−m)
とする. それぞれの値を計算すると次のようになる.
h1 = x22(β
n+m−1 − αn+m−1)(βn−m−1 − αn−m−1)
= x22(β
2n−2 − βn+m−1 · αn−m−1 − αn+m−1 · βn−m−1
+α2n−2)
= x22(α
2n−2 + β2n−2 − βn−m−1 · β2m · αn−m−1
−αn−m−1 · α2m · βn−m−1)
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= x22{α2n−2 + β2n−2 − (αβ)n−m−1 · β2m
−(αβ)n−m−1 · α2m}
= x22{α2n−2 + β2n−2 − (−x2)n−m−1 · α2m
−(−x2)n−m−1 · β2m}
= x22{α2n−2 + β2n−2
+(−1)n−m · xn−m−12 · (α2m + β2m)}
h2 = x2(βn+m−1 − αn+m−1)(βn−m − αn−m)
= x2(β2n−1 − βn+m−1 · αn−m − αn+m−1 · βn−m
+α2n−1)
= x2{α2n−1 + β2n−1 − βn−m · β2m−1 · αn−m
−αn−m · α2m−1 · βn−m}
= x2{α2n−1 + β2n−1 − (αβ)n−m · β2m−1
−(αβ)n−m · α2m−1}
= x2{α2n−1 + β2n−1 − (−x2)n−m · α2m−1
−(−x2)n−m · β2m−1}
= x2{α2n−1 + β2n−1
+(−1)n−m+1 · xn−m2 · (α2m−1 + β2m−1)}
h3 = x2(βn−m−1 − αn−m−1)(βn+m − αn+m)
= x2(β2n−1 − βn−m−1 · αn+m − αn−m−1 · βn+m
+α2n−1)
= x2{α2n−1 + β2n−1 − βn−m−1 · αn−m−1 · α2m+1
−αn−m−1 · βn−m−1 · β2m+1}
= x2{α2n−1 + β2n−1 − (αβ)n−m−1 · α2m+1
−(αβ)n−m−1 · β2m+1}
= x2{α2n−1 + β2n−1 − (−x2)n−m−1 · α2m+1
−(−x2)n−m−1 · β2m+1}
= x2{α2n−1 + β2n−1
+(−1)n−m · xn−m−12 · (α2m+1 + β2m+1)}
h4 = (βn+m − αn+m)(βn−m − αn−m)
= β2n − βn+m · αn−m − αn+m · βn−m + α2n)
= α2n + β2n − βn−m · β2m · αn−m
−αn−m · α2m · βn−m
= α2n + β2n − (αβ)n−m · β2m − (αβ)n−m · α2m}
= α2n + β2n − (−x2)n−m · α2m − (−x2)n−m · β2m





(h1c2 + h2cd+ h3cd+ h4d2)




{x2(βn−1 − αn−1)c+ (βn − αn)d}2
= − 1
t2
{x22(β2n−2 + α2n−2 − 2(αβ)n−1)c2
+2x2(β2n−1 − αn · βn−1 − αn−1 · βn + α2n−1)cd
+(β2n + α2n − 2(αβ)n)d2}
= − 1
t2
{x22(α2n−2 + β2n−2 − 2(−x2)n−1)c2
+2x2(β2n−1 − (αβ)n−1 · α− (αβ)n−1 · β + α2n−1)cd
+(α2n + β2n − 2(−x2)n)d2}
= − 1
t2
{x22(α2n−2 + β2n−2 − 2(−x2)n−1)c2
+2x2(α2n−1 + β2n−1 − (−x2)n−1α− (−x2)n−1β)cd
+(α2n + β2n − 2(−x2)n)d2}
これより
Yn+mYn−m − Y 2n
を求めるとき, c2, cd, d2の係数を順に計算していく. ただし,
この計算では 1t2 を省略して計算する.
h1 − x22{α2n−2 + β2n−2 − 2(−x2)n−1}
= (−1)n−m · xn−m+12 · (α2m + β2m) + 2 · (−x2)n−1x22
= (−1)n−m · xn−m+12 · (α2m + β2m)
+2 · (−1)n−1 · xn+12
= (−1)n−m · xn−m+12 · (α2m + β2m)
+2 · (−1)n−m · (−1)m−1 · xn−m+12 · xm2
= (−1)n−m · xn−m+12 · {α2m + β2m
+2 · (−1)m−1 · xm2 }
= (−1)n−m · xn−m+12 · {α2m + β2m
+2 · (−1)m · (−1)−1 · xm2 }
= (−1)n−m · xn−m+12 · {α2m − 2 · (−x2)m + β2m}
= (−1)n−m · xn−m+12 · {α2m − 2 · (αβ)m + β2m}
= (−1)n−m · xn−m+12 · (αm − βm)2
h2 + h3 − 2x2{α2n−1 + β2n−1
−(−x2)n−1 · α− (−x2)n−1 · β}
= (−1)n−m+1 · xn−m+12 · (α2m−1 + β2m−1)
+(−1)n−m · xn−m2 · (α2m+1 + β2m+1)
+2x2 · (−x2)n−1 · (α+ β)
= −x2 · (−1)n−m · xn−m2 · (α2m−1 + β2m−1)
+(−1)n−m · xn−m2 · (α2m+1 + β2m+1)
−2xn2 · (−1)n · (α+ β)
= (−1)n−m · xn−m2 · (−x2α2m−1 − x2β2m−1 + α2m+1
+β2m+1)− 2xn−m2 · xm2 · (−1)n−m · (−1)m · (α+ β)
= (−1)n−m · xn−m2 · (−x2α2m−1 − x2β2m−1
+α2m−1 · α2 + β2m−1 · β2)
−xn−m2 · (−1)n−m · 2 · (−x2)m · (α+ β)
= (−1)n−m · xn−m2 · {(α2m−1 · (α2 − x2)
+β2m−1 · (β2 − x2)− 2 · (αβ)m · (α+ β)}
= (−1)n−m · xn−m2 · {(α2m−1 · x1α
+β2m−1 · x1β − 2 · (αβ)m · x1}
= (−1)n−m · xn−m2 · x1 · {(α2m − 2 · (αβ)m + β2m}
= (−1)n−m · xn−m2 · x1 · (αm − βm)2
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h4 − {α2n + β2n − 2(−x2)n}
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · (α2m + β2m) + 2 · (−x2)n
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · (α2m + β2m) + 2 · (−1)n · xn2
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · (α2m + β2m)
+2 · (−1)n−m+1 · (−1)m−1 · xn−m2 · xm2
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · {α2m + β2m
+2 · (−1)m−1 · xm2 }
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · {α2m + β2m
+2 · (−1)m · (−1)−1 · xm2 }
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · {α2m − 2 · (−x2)m + β2m}
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · {α2m − 2 · (αβ)m + β2m}
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · (αm − βm)2
したがって, Yn+mYn−m − Y 2n にそれぞれの値を代入すると




{(−1)n−m · xn−m+12 · (αm − βm)2 · c2
+(−1)n−m · xn−m2 · x1 · (αm − βm)2 · cd




{(−1)n−m · xn−m2 · x2 · (αm − βm)2 · c2
+(−1)n−m · xn−m2 · x1 · (αm − βm)2 · cd




· (−1)n−m · xn−m2 · (x2c2 + x1cd− d2)
= (−1)n−m · xn−m2 ·
−(βm − αm)2
t2
· (x2c2 + x1cd− d2)
= (−1)n−m · xn−m2 · {−
βm − αm
t
}2 · (x2c2 + x1cd− d2)
= (−1)n−m · xn−m2 · J2m · (x2c2 + x1cd− d2)

この証明より, c = 0, d = 1, x1 = 1, x2 = 1とすると定理 4.3
も示された.
6 定理 5.3から教材を考える
　定理 5.3から, 生じた疑問は解決できる. この定理 5.3を
使うことで, 面積の結果が±1に限らず他の数列の場合を考
えることができる. 例えば, c = 2, d = 1, x1 = 1, x2 = 1と
したとき, {Yn}はリュカ数列 {Ln}になる.
定義 6.1. 次の数列をリュカ数列とする.
L0 = 2, L1 = 1, Ln+2 = Ln+1 + Ln
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123
m = 1とすると,
Ln+1Ln−1 − L2n = 5 · (−1)n (n ≥ 1)

























































h4 − {α2n + β2n − 2(−x2)n}
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · (α2m + β2m) + 2 · (−x2)n
= (−1)n−m+1 · xn−m2 · (α2m + β2m) + 2 · (−1)n · xn2
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· (−1)n−m · xn−m2 · (x2c2 + x1cd− d2)
= (−1)n−m · xn−m2 ·
−(βm − αm)2
t2
· (x2c2 + x1cd− d2)
= (−1)n−m · xn−m2 · {−
βm − αm
t
}2 · (x2c2 + x1cd− d2)
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この証明より, c = 0, d = 1, x1 = 1, x2 = 1とすると定理 4.3
も示された.
6 定理 5.3から教材を考える
　定理 5.3から, 生じた疑問は解決できる. この定理 5.3を
使うことで, 面積の結果が±1に限らず他の数列の場合を考
えることができる. 例えば, c = 2, d = 1, x1 = 1, x2 = 1と
したとき, {Yn}はリュカ数列 {Ln}になる.
定義 6.1. 次の数列をリュカ数列とする.
L0 = 2, L1 = 1, Ln+2 = Ln+1 + Ln
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123
m = 1とすると,
Ln+1Ln−1 − L2n = 5 · (−1)n (n ≥ 1)























































感じられないものとなってしまう. 誤差の差は, 約 0.0156で
ある. 傾きの誤差が 0.01を超えてしまうと, 目の錯覚で直角
三角形に見えるというトリックが活かせないのではないか






P0 = 0, P1 = 1, Pn+2 = 2Pn+1 + Pn
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pn 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985
これは, 定理 5.3の c = 0, d = 1, x1 = 2, x2 = 1,m = 1を
代入したものであり,
Pn+1Pn−1 − P 2n = (−1)n (n ≥ 1)
となる. このことから, フィボナッチ数列と同様, 面積の差
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